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Motive´, entre autres, par des applications relatives aux re´seaux de capteurs, cet article e´tudie la construction d’arbres
couvrants de degre´ minimum. Nous nous plac¸ons dans le mode`le classique, a` e´tats avec un registre par nœud, sous
le controˆle d’un ordonnanceur distribue´ faiblement e´quitable. Nous pre´sentons un algorithme auto-stabilisant silen-
cieux optimal en me´moire pour la construction d’arbres couvrants de degre´ minimum. Construire un arbre couvrant
de degre´ minimum est NP-difficile. Nous focalisons donc en fait notre e´tude sur la construction d’arbres couvrants
dont le degre´ est a` au plus +1 de l’optimal. Notre algorithme utilise un registre de O(logn) bits en chaque nœud, ou`
n de´note le nombre de nœuds du re´seau. Il converge en un nombre de rondes polynomial en n, et effectue des calculs
polynomiaux en n sur chaque nœud. Plus spe´cifiquement, notre algorithme construit et se stabilise sur une sous-classe
particulie`re d’arbres couvrants de degre´ au plus OPT+1. En effet, nous montrons que, sauf si NP= co-NP, il n’existe
pas de certification distribue´e de la classe entie`re des arbres couvrants de degre´ au plus OPT+ 1 impliquant des cal-
culs polynomiaux en chaque nœud. A notre connaissance, ceci est le premier exemple de conception d’algorithmes
auto-stabilisants silencieux et compacts se stabilisant sur un sous-ensemble de solutions a` un proble`me naturel pour
lequel il n’existe pas de certificat distribue´ polynomial de l’ensemble de toutes les solutions. Afin de concevoir notre
algorithme, nous mettons en e´vidence une se´rie de re´sultats interme´diaires pouvant avoir chacun leur propre inte´reˆt. En
particulier, nous de´crivons un nouvel algorithme auto-stabilisant silencieux optimal en me´moire pour la construction
d’arbres couvrants quelconques, convergeant en O(n) rondes et utilisant seulement 1 bit additionnel compare´ a` la taille
des e´tiquettes utilise´es pour certifier les arbres. Nous de´crivons e´galement un algorithme auto-stabilisant silencieux et
sans cycle pour transformer tout arbre en tout autre arbre. Enfin, nous de´crivons un algorithme auto-stabilisant pour
construire et certifier les e´tiquettes d’un sche´ma d’e´tiquetage pour le plus petit anceˆtre commun dans les arbres.
La version comple`te de cet article est disponible sur arXiv (rapport 1402.2496) – voir [4].
1 Contexte et objectif
L’auto-stabilisation traite de la conception d’algorithmes distribue´s pour des syste`mes dans lesquels les
processus sont sujets a` des pannes transitoires. L’objectif principal de l’auto-stabilisation est d’e´valuer la
capacite´ d’un syste`me distribue´ asynchrone a` subir des pannes, a` revenir dans un e´tat le´gal a` partir d’un e´tat
de de´part quelconque, et a` rester dans un e´tat le´gal lorsqu’un e´tat le´gal est atteint. La le´galite´ d’un e´tat est
une notion qui de´pend de la taˆche a` re´soudre, comme par exemple, dans le cas de l’e´lection d’un leader, la
pre´sence d’un unique leader qualifie la le´galite´ d’un e´tat.
Une proprie´te´ de´sirable pour un algorithme auto-stabilisant est d’eˆtre silencieux [6], c’est-a`-dire de ga-
rantir que l’e´tat de chaque processus reste identique de`s qu’un e´tat (global) le´gal a e´te´ atteint. En effet,
une telle proprie´te´ garantit que l’auto-stabilisation ne surcharge pas le syste`me avec un trafic important
entre les processus lorsque ce syste`me est dans un e´tat le´gal. La conception d’algorithmes auto-stabilisants
silencieux est difficile car il faut s’assurer que chaque processus soit capable de de´cider localement de la
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le´galite´ d’un e´tat (global) du syste`me, en se basant uniquement sur son e´tat individuel et sur les e´tats indi-
viduels de ses voisins. Cette difficulte´ est encore plus aigu¨e lorsque l’on prend en compte une mesure de
complexite´ pertinente pour les algorithmes auto-stabilisants : la complexite´ spatiale, c’est-a`-dire la place
me´moire requise en chaque processus pour stocker ses variables [3, 6]. Pre´server une me´moire limite´e en
chaque processus re´duit d’autant la capacite´ de corruption de cette me´moire, et peut en particulier permettre
de maintenir des copies redondantes des variables (par exemple, dans un objectif de tole´rance aux pannes)
sans eˆtre dommageable a` l’efficacite´ du syste`me. De plus, dans le mode`le classique a` e´tats avec un registre
par processus (tel qu’utilise´ dans cet article), pre´server un espace me´moire limite´ par processus permet a`
chaque processus de lire les variables dans les registres de ses voisins sans consommer une bande passante
trop importante.
Cet article est de´die´ a` la conception d’algorithmes auto-stabilisants silencieux et utilisant un espace
me´moire limite´, dans le mode`le a` e´tat avec un registre par processus, sous le controˆle d’un ordonnan-
ceur distribue´ faiblement e´quitable. Plus spe´cifiquement, nous concentrons notre attention sur la conception
d’algorithmes auto-stabilisants pour la construction d’arbres couvrants dans des re´seaux. Dans ce contexte,
chaque processus est un nœud d’un re´seau mode´lise´ par une graphe G= (V,E). Dans le mode`le a` e´tat avec
un registre par processus, chaque nœud a acce`s en lecture/e´criture a` ses propres variables, et acce`s en lec-
ture uniquement aux variables de ses voisins dans G. Notre objectif est de construire un arbre couvrant T
de G. Classiquement, l’arbre T est enracine´ en un nœud r, et est encode´ de fac¸on distribue´e, chaque nœud
v stockant l’identite´ p(v) de son parent dans T . (Le nœud r stocke p(r) =⊥).
2 Certification distribue´e d’arbres couvrants de degre´ minimum
Il existe une litte´rature abondante sur la construction auto-stabilisante de diffe´rents types d’arbres (voir [4]
pour les re´fe´rences exactes). Ceci inclut par exemple les arbres couvrants en largeur d’abord (BFS), les
arbres couvrants en profondeur d’abord (DFS), les arbres couvrants de poids minimum (MST), les arbres
couvrants de diame`tre minimal, ainsi que les arbres couvrants objets d’e´tude de cet article, a` savoir les
arbres couvrants de degre´ minimum [5]. Certaines de ces constructions sont meˆme silencieuses et opti-
males en me´moire. Ces dernie`res sont implicitement ou explicitement base´es sur un me´canisme connu sous
le nom de sche´ma de certification [11].
Un sche´ma de certification pour une proprie´te´ P affecte a` chaque nœud une e´tiquette de fac¸on a` ce que,
e´tant donne´ son e´tiquette et les e´tiquettes de ses voisins, chaque nœud puisse de´cider si P est satisfaite
ou pas. Plus pre´cise´ment, si P est satisfaite, alors tous les nœuds doivent de´cider ≪ oui ≫, sinon au moins
un nœud doit de´cider ≪ non ≫. Par exemple, P peut eˆtre ≪ H est un arbre couvrant de G ≫, ou` H est un
sous-graphe de G encode´ de fac¸on distribue´e (chaque nœud v stockant un pointeur-parent p(v)). Il existe
plusieurs sche´mas de certification compacts et efficaces pour diffe´rents types d’arbres, incluant les arbres
couvrants [11], les arbres BFS [1] et les arbres MST [10, 11]. Typiquement, dans le contexte de l’auto-
stabilisation, un nœud de´tectant une inconsistance quelconque entre son e´tiquette et les e´tiquettes de ses
voisins de´cide ≪ non ≫, et de´clenche une proce´dure de re´tablissement. Cette proce´dure doit assurer que
le syste`me retourne dans un e´tat le´gal, et doit e´galement assurer que les nœuds recalculent des e´tiquettes
ade´quates de fac¸on a` certifier la le´galite´ de cet e´tat. Dans cet article, nous nous inte´ressons a` la construction
auto-stabilisante polynomiale, silencieuse et compacte d’arbres appartenant a` une famille d’arbres pour
lesquels il est peu probable qu’il existe un sche´ma de certification polynomial.
Plus spe´cifiquement, nous concentrons notre attention sur la construction d’arbres couvrants de degre´
minimum. Ainsi, nous avons pour objectif la conception d’un algorithme qui, e´tant donne´ n’importe quel
re´seau G, construit un arbre couvrant T de G dont le degre´ (c’est-a`-dire, le maximum pris sur tous les
nœuds v de T , du degre´ de v dans T ) est minimum parmi tous les arbres couvrants de G. Notre inte´reˆt pour
ce proble`me est motive´ par les e´tudes sur la conception de protocoles MAC pour les re´seaux de capteurs
sous la spe´cification 802.15.4 que nous menons actuellement avec nos partenaires STElectronics et Thales
dans le cadre du projet IRIS [13]. Il convient e´galement de noter que le proble`me de construction d’arbres
couvrants de degre´ minimum est e´galement au cœur de plusieurs contextes d’e´tudes, incluant les re´seaux
de communication [7] et bien d’autres domaines scientifiques [9].
Comme CHEMIN-HAMILTONIEN est NP-difficile, nous relaxons en fait le´ge`rement notre taˆche en nous
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FIGURE 1: Trois classes d’arbres couvrants. Notre algorithme construit et se stabilise sur les arbres FR. Les deux autres
classes sont difficiles pour l’auto-stabilisation silencieuse.
focalisant sur la construction d’arbres couvrants dont le degre´ est a` au plus +1 du degre´ minimum OPT
du graphe courant. (La conception d’un algorithme auto-stabilisant de construction d’arbres couvrants de
degre´ OPT, impliquant un temps de calcul polynomial en chaque nœud, et un nombre polynomial de rondes,
est sans espoir, sauf si P= NP).
Meˆme s’il est se´quentiellement possible de construire un arbre couvrant de degre´ au plus OPT+ 1 en
temps polynomial [8], la conception d’un algorithme distribue´ pour cette taˆche est un re´el de´fi. Pour mesu-
rer la difficulte´ du proble`me, notons near-MDST(G,T ) le pre´dicat ≪ T est un arbre couvrant de G, de degre´
au plus OPT+1 ≫. Nous avons montre´ [4] que, sauf si NP= co-NP, il n’existe pas de sche´ma de certifica-
tion impliquant un temps de calcul polynomial en chaque nœud pour ce pre´dicat. Ce re´sultat ne´gatif nous
a conduit a` questionner l’existence d’un algorithme auto-stabilisant silencieux, compact (i.e., espace loga-
rithmique), et efficace en temps (i.e., temps de calcul polynomial en chaque nœud, et nombre polynomial
de rondes) pour la construction d’arbres couvrants dont le degre´ est a` au plus +1 de l’optimal. Etonement,
nous re´pondons positivement a` cette question malgre´ l’absence d’un sche´ma de certification efficace pour
cette classe d’arbres.
3 Un aperc¸u de nos re´sultats
Dans [4], nous avons conc¸u (et prouve´ la correction) d’un algorithme auto-stabilisant construisant et se
stabilisant sur un arbre couvrant du re´seau courant, dont le degre´ est a` au plus +1 du degre´ minimum de
tout arbre couvrant de ce re´seau. La complexite´ spatiale de l’algorithme est de O(logn) bits de me´moire
en chaque nœud de tout re´seau de n nœuds, ce qui est optimal en conse´quence directe de [6], et ame´liore
conside´rablement la complexite´ spatiale O(n logn) bits de [5]. A partir de tout e´tat, l’algorithme converge
vers un e´tat le´gitime (c’est-a`-dire un arbre couvrant de degre´ au plus OPT+1) en un nombre polynomial de
rondes. Enfin, chaque e´tape de notre algorithme implique un temps de calcul polynomial en chaque nœud
active´.
En fait, notre algorithme construit un type particulier d’arbres, que nous appelons arbres FR d’apre`s
Fu¨rer et Raghavachari [8]. L’algorithme est une version distribue´e de l’algorithme se´quentiel de ces deux
auteurs, et n’accepte que les arbres FR (voir la figure 1). Les arbres FR sont de degre´ au plus OPT+1, mais
les arbres de degre´ au plus OPT+1 qui ne sont pas des arbres FR sont rejete´s par notre algorithme. Ainsi,
meˆme partant d’un arbre T de degre´≤ OPT+1 mais diffe´rent d’un arbre FR, notre algorithme transforme T
en un arbre FR T ′ 6= T , et se stabilise sur T ′. Ce phe´nome`ne est ine´vitable car, comme nous l’avons indique´
pre´ce´demment, ve´rifier si un arbre couvrant est de degre´ ≤ OPT+1 ne peut se faire en temps polynomial,
sauf si NP= co-NP. En revanche, nous montrons qu’il existe un sche´ma de certification pour les arbres FR
utilisant des e´tiquettes de O(logn) bits.
Notre construction d’arbres FR est effectue´e en utilisant plusieurs techniques qui peuvent chacune avoir
un inte´reˆt en soit. En particulier, nous avons conc¸u un nouvel algorithme auto-stabilisant silencieux conver-
geant en O(n) rondes qui construit et se stabilise sur n’importe quel arbre couvrant. De plus, la racine de
l’arbre devient explicitement un leader. Notre algorithme est simple (il n’implique que quatre re`gles) et
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e´le´gant (il n’utilise qu’un bit de plus que la taille des e´tiquettes utilise´es pour certifier les arbres). Disposer
d’un algorithme acceptant n’importe quel arbre couvrant est crucial pour notre algorithme de construction
d’arbres couvrants de degre´ minimum car ce dernier proce`de par ame´liorations successives de l’arbre cou-
rant, dans le but de faire de´croitre son degre´, ce qui peut impliquer n’importe quelle structure d’arbre. A
notre connaissance, les constructions d’arbres couvrants pre´ce´demment connues stabilisent sur des formes
spe´cifiques d’arbres (par exemple, BFS), ou sont conc¸ues dans des mode`les plus forts (par exemple, le
mode`le semi-uniforme, supposant la pre´sence d’un leader). Aucune de ces constructions existantes n’e´taient
donc bien adapte´es a` notre contexte, dans lequel les arbres couvrants peuvent e´voluer arbitrairement.
Par ailleurs, pour notre construction d’arbres couvrants de degre´ minimum, nous avons e´galement conc¸u
un algorithme auto-stabilisant silencieux sans cycle pour transformer tout arbre en tout autre arbre. Les
algorithmes sans cycle existants pour cette taˆche ne sont pas silencieux. Notre algorithme silencieux est base´
sur un sche´ma de certification redondant des arbres. Grace a` ce sche´ma, il est possible de transformer un
arbre T1 en un arbre T2 tout en pre´servant la capacite´ de certifier la proprie´te´ d’arbre couvrant a` tout moment
durant la transformation. Au contraire, les sche´mas de certification classiques ne´cessitent de recalculer les
e´tiquettes apre`s que la transformation ait e´te´ effectue´e, et, surtout, ces e´tiquettes peuvent eˆtre incorrectes
durant la transformation.
Enfin, notre algorithme de construction d’arbres couvrants de degre´ minimum utilise le sche´ma d’e´tiqueta-
ge informatif de [2] pour le plus petit anceˆtre commun dans un arbre. A notre connaissance, c’est la premie`re
fois que ce sche´ma est utilise´ dans un algorithme auto-stabilisant. De plus, l’utilisation de ce sche´ma
de fac¸on silencieuse ne´cessite de concevoir un sche´ma permettant de le certifier. C’est probablement la
premie`re utilisation d’un sche´ma de certification pour un sche´ma d’e´tiquetage informatif.
4 Discussion
Il serait inte´ressant de de´terminer si les arbres FR forment la classe ultime d’arbres de degre´ ≤ OPT+1
pour laquelle il existe un algorithme auto-stabilisant efficace. Nous avons montre´ que, sauf si NP= co-NP,
on ne peut espe´rer concevoir un algorithme auto-stabilisant silencieux convergeant en temps polynomial
vers la classe de tous les arbres couvrants de degre´ ≤ OPT+1. Il pourrait toutefois exister une sous-classe
des arbres couvrants de degre´≤ OPT+1 incluant les arbres FR, pour laquelle un algorithme auto-stabilisant
silencieux efficace existe. Notons qu’il serait appre´ciable qu’une telle classe inclut l’ensemble des arbres
couvrants de degre´ minimum. Nous laissons la recherche d’une telle classe comme proble`me ouvert.
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